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Vorwort. — Der Vorlesung über „höhere Geometrie“, die mein 
hochverehrter Lehrer, Herr Prof. W. Fr. Meyer zu Königsberg im 
Dommersemester 1903 gehalten hat, verdanke ich die Anregung zu dem 
Versuche, den Gedanken, daß „die metrischen Eigenschaften der geo- 
metrischen Gebilde als projektive in bezug auf den unendlich fernen 
Kugelkreis erscheinen“?), zum Beweise metrischer Sätze zu verwenden — 
systematischer als das bisher geschehen. ist. 

Indem ich mich zunächst auf die Geometrie der Ebene?), ins- 
besondere die des Dreiecks beschränkte, verfaßte ich eine, am 20. Juli 1904 
von der Königsberger philosophischen Fakultät gekrönte, Preisarbeit, 
die naturgemäß, ohne angenähert vollständig zu sein, schon sehr um- 
fangreich wurde Daraus ist die vorliegende Dissertation ein sehr 
kurzer Auszug. 

In diesem sind nicht nur Einzelheiten — Rechnungen und weniger 
interessante Sätze — unterdrückt: ganz fortgelassen ist ein Teil, der 
die für die neuere Dreiecksgeometrie wichtige Theorie dreier gleich- 
wendig ähnlichen Figuren projektivisch behandelt, und ein Anhang, 
der das Dreieck in der Ebene der komplexen Zahlen studiert. 

Einleitung. — 1. „Es ist in der Tat bewundernswürdig, daß eine 
so einfache Figur, wie das Dreieck, so unerschöpflich an Eigenschaften 
ist.“ Wer würde diesem Wort?) nicht beistimmen, zumal, nachdem 
sich in jüngster Zeit die sogenannte neuere Dreiecksgeometrie so 
"mächtig entwickelt hat! 

Von den Eigenschaften des Dreiecks kennt man heute bereits so 
viele, daß das dringende Bedürfnis nach einem durchgreifenden Ordnungs- 


prinzip*) vorliegt. 


1) KarlDoehlemann, Geometrische Transformationen I. Sammlung Schubert. 
Leipzig 1902. 8.18. 

2) An Stelle des Kugelkreises treten da die Kreispunkte. 

3) A. L. Crelle, Sammlung mathematischer Aufsätze. I, 1821, 8. 176. 

4) Vgl. hierzu F. Caspary, Zur neueren Dreiecksgeometrie. Archiv d. Math. 
u. Physik (3) 1, 143 —158, 269—288, 1901 und E. Jahnke, Über dreifach per- 
spektivische Dreiecke in der Dreiecksgeometrie. Progr. d. Achten Realsch. Berlin, 


Ostern 1900. 
1 


” Gustav BERKHAN: 


[2 


2. Wie der .„Lemoinesche Punkt“ eines Dreiecks von Grebe 
in die Wissenschaft als der Punkt eingeführt worden ist, für den die 
Summe aus den Quadraten seiner Abstände von den Seiten des Dreiecks 
ein Minimum wird, so könnte man überhaupt merkwürdige Punkte, 
Geraden, Kegelschnitte usw. in der Ebene des Dreiecks dadurch defi- 
nieren, daß für diese Elemente oder Gebilde irgend eine Funktion 
ihrer Koordinaten, Parameter, ... einen ausgezeichneten Wert, ein Mini- 
mum oder ein Maximum erreicht. Es dürfte nicht schwer sein, in 
jedem einzelnen Falle die geeignete Funktion herauszufinden.!) 

So könnte man viele Merkwürdigkeiten, die das Dreieck in sich 
birgt, auf die eine zurückführen, daß ein Wert unter vielen anderen 
der kleinste oder der größte ist. Es bliebe dann noch die Aufgabe, 
jene Funktionen, um deren Extrema es sich handelt, wissenschaftlich 
zu verarbeiten. 

3. Ein anderes Ordnungsprinzip, das in dieser Arbeit ausschließlich 
zur Anwendung kommen soll, bietet die projektive Geometrie in jenem 
Begriff, der entsteht, wenn man ihr die Metrik unterordnet, in dem 
Begriff der imaginären unendlich fernen Kreispunkte. 

Sucht man in der projektiven Ebene diejenigen Elemente, die von 
allen endlichen Elementen einen unendlich großen Abstand haben, so 
findet man als Ort für die Punkte eine Gerade — die unendlich ferne 
Gerade der Ebene — und als Ort für die Geraden einen Klassenkegel- 
schnitt, der in ein imaginäres Punktepaar — in das Kreispunktepaar 
auf der unendlich fernen Geraden — zerfallen ist.?) 

4. Die Kreispunkte und ihre Verbindungslinie, die unendlich ferne 
Gerade, (das absolute?) Gebilde) dienen bekanntlich dazu, alle me- 
trischen Begriffe (Parallelismus, Mitte, senkrecht, Kreis usw.) rein pro- 
jektiv zu definieren. Sie spielen daher in allen metrischen Sätzen eine 
wichtige Rolle, doch nicht überall die gleiche”) Wenn sie auch zur 
projektivischen Ableitung eines jeden metrischen Satzes hinreichen 
müssen, so sind sie doch nicht für alle ın gleichem Maße notwendig. 
In einigen Sätzen spielen nicht die Kreispunkte selber eine Rolle, 


1) Für die Steinerschen Ellipsen des Dreiecks hat der Flächeninhalt einen 
größten (kleinsten) Wert. Mit Hilfe dreier Zahlen A, u, v kann man jeden Punkt 
zu einem Minimumspunkt machen. J. Schick, Beziehungen zwischen Isogonal- 
zentrik und Invariantentheorie. Münchener Berichte. 830, 249—272, 1900. 

2) Karl Doehlemann, Geometrische Transformationen. I. Sammlung 
Schubert. Leipzig 1902. S. 33. 

3). Ebenda $. 34. $. 139. 

4) Vergl. W. Fr. Meyer. Über die Höhen des Tetraeders. Archiv d. Math. 
u. Physik. (3) 8, 135. 1904. 
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sondern nur ihre Verbindungslinie, die unendlich ferne Gerade); in 
andere geht das Kreispunktepaar nur als Kegelschnitt ein, von dem 
es ganz gleichgültig ist, ob er in ein Punktepaar zerfällt oder nicht.?) 
Schließlich ist es für einige Sätze unentbehrlich, daß der absolute 
Kegelschnitt wirklich auch ein Punktepaar ist.°) 

In welcher Art nun das Kreispunktepaar den einzelnen metrischen 
Beziehungen zugrunde liegt, erkennt man am besten dann, wenn man es 
durch ein beliebig, aber fest gewähltes absolutes Gebilde, sei es also durch 
eine absolute (Gerade, einen absoluten allgemeinen Kegelschnitt (der nicht 
zerfallen ist) oder ein absolutes Punktepaar ersetzt.*) 

Den drei Klassen, in die demnach die Sätze der Metrik zerfallen, 
sollen die drei Abschnitte dieser Arbeit entsprechen, deren jeder natür- 
lich nur wenige Beispiele enthalten kann. 

Ehe wir uns jedoch dem ersten Abschnitte zuwenden, müssen wir 
am Schluß dieser Einleitung noch einige Bemerkungen über projektive 
Beziehungen am Dreieck vorausschicken, damit wir uns im folgenden 
darauf beziehen können. 

5. Wenn man in der projektiven Geometrie von den Grundgebilden 
erster Stufe zu denen zweiter Stufe übergeht, so trifft man als ein- 
fachste Figuren solche an, die aus drei Elementen gebildet werden. 
In der Geometrie der Ebene ist das die Figur, die zugleich Dreieck 
und Dreiseit, sich selbst dual ist. 

Für die Bezeichnung sei das folgende Schema maßgebend: Das 
Dreieck A, bezw. das Dreiseit a hat die Ecken A,, 4,, 4,, die 
Seiten a,, Ay, A; (die Winkel = 4,[4,4,] = — 4,[4,4,])- 

Das Dreieck-Dreiseit bietet zu projektiven Betrachtungen kaum 
Gelegenheit; erst das Viereck und das Vierseit haben für die projektive 
Geometrie eine grundlegende Bedeutung. Was jetzt folgen soll, deckt 
sich dem Inhalte nach meist mit der Theorie dieser Figuren; nur die 
Form ist der Dreiecksgeometrie angepaßt. 

6. Es sei A das Grunddreieck eines projektiven Koordinatensystems.’) 
Sind dann drei Zahlen p,, P,, pP, Ihrem absoluten Werte nach und bis 
auf einen gemeinsamen Faktor gegeben, so gehören zu diesen als 
Koordinatenwerten vier Punkte in der Ebene des Dreiecks A: 


P:P,92P;- MP Pr Pop, PoPy- Bes Das 13. 


1) Affine Geometrie. 

2) Hyperbolische und elliptische Geometrie. 

3) Parabolische Geometrie. 

4) Den Fall eines absoluten Geradenpaares lassen wir unberücksichtigt, weil 
er kein metrisches Interesse bietet 


5) K. Doehlemann a.a. 0. 
L” 
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Das von diesen vier Punkten P gebildete Viereck hat das Grund- 
dreieck A zum Diagonaldreieck. 


Dieser Satz begreift eine Menge harmonischer Eigenschaften; vier 
solche Punkte P heißen deswegen harmonisch assozüert‘) in bezug auf 
das Grunddreieck. Das Dreieck, das je drei dieser Punkte bilden, möge 
kurz das dem vierten harmonisch assoziierte Dreieck heißen. 


Dual erhalten wir harmonisch assoziierte Geraden und Dreiseite. 


7. Die Dreiecke P und A liegen perspektivisch; Kollineations- 
zentrum ist der Punkt P, Kollineationsachse die „Aarmonikale“ oder 
„gerade Polare“ x von P, deren Koordinaten 1/p, sind.?) 


Fassen wir das Dreieck A als Kurve dritter Ordnung auf, so er- 
halten wir zu einem Punkte P außer der eben genannten geraden 
Polare noch die konische Polare: P= PX, + Pg%sX%ı + P3%% =, 
also einen dem Dreieck A um- und dem Dreieck P einbeschriebenen 
Kegelschnitt. 


Dual erhalten wir als Polaren zu einer Geraden in bezug auf das 
als Kurve dritter Klasse aufgefaßte Grunddreieck einen Punkt, ihren 
Dreieckspol, und einen dem Dreieck A einbeschriebenen Kegelschnitt, 
und zwar zur obigen Geraden x wieder den Punkt P und den Kegel- 
schnitt: IT= u,u,/P} + Ust [Pag + UP, = d. 

8. Nach den bisherigen Entwicklungen gehören immer vier Gebilde 
eng zusammen: Ein Punkt, eine Gerade, ein Umkegelschnitt und ein In- 
kegelschnitt des Grunddreiecks. 


Besonders interessant ist noch der folgende Satz°): 


Zwei zusammengehörige Kegelschnitte P und II berühren sich 
doppelt‘), und zwar so, daß die zugehörigen Elemente P und x Be- 
rührungspol und Berührungssehne sind. 


9. Diese natürlich höchst unvollständigen Betrachtungen spielen 
in der neueren Dreiecksgeometrie eine wichtige Rolle: 


Unter den Umkegelschnitten des Grunddreiecks A ist einer aus- 
gezeichnet: sein Umkreis. Auch zu ihm gehören in dem obigen Sinne 
ein Inkegelschniti, ein Punkt und eine Gerade: die Brocardsche Ellipse, 


1) E. Rouch& et Ch. de Comberousse, Traite de Geometrie. I. p. 449. 
Paris 1900. Gauthier-Villars. 

2) Die Gerade z erhält man auch, wenn man auf P zunächst eine quadratische 
Transformation (p;q,;,—=1) und dann auf den Bildpunkt @ eine Korrelation (u; = q,) 
anwendet. 

3) Max Greiner, Pol und Polare des Dreiecks. Archiv der Math. und Physik. 
59, 1876. 

4) Diese Doppelberührung ist stets imaginär. 
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der Lemoinesche Punkt und die Lemoinesche Gerade des Grund- 
dreiecks.!) 


Erster Abschnitt: Das Dreieck und die absolute Gerade.. 


1. Die absolute Gerade. — 10. Wie in der Einleitung bereits be- 
tont wurde, enthalten einige metrische Sätze nur Beziehungen zur 
unendlich fernen Geraden, nicht zum Kreispunktepaar. Sie sind vom 
projektiven Standpunkt aus die einfacheren. Einige dieser Sätze bilden 
den Inhalt dieses ersten Abschnittes. 

Die unendlich ferne Gerade ersetzen wir durch eine beliebige Gerade, 
die wir aber, nachdem wir gewählt, festhalten und darum als die absolute 
Gerade bezeichnen können. 

‚11. Jede Kurve nter Ordnung schneidet die absolute Gerade in 
n Punkten, die kurz als die Richtpunkte der Kurve bezeichnet werden 
mögen. 

Mit Hilfe der absoluten Geraden definieren wir in bekannter Weise 
den Parallelismus zweier Geraden, die Homothetik zweier Kegelschnitte, 
die Ahnlichkeitslage?) zweier Dreiecke, den Mittelpunkt und die 
Asymptoten eines Kegelschnitts, die Mitte einer Strecke, die durch 
drei Punkte einer Geraden bestimmten Verhältnisse (als Doppelverhält- 
nisse dieser drei Punkte und des Richtpunktes ihrer Geraden), die 
Mittellinien und den ihnen gemeinsamen Flächenschwerpunkt des Drei- 
ecks, dessen gerade Polare in bezug auf das Dreieck wieder die absolute 
Gerade ist, usw. 

Die konischen Polaren des Schwerpunktes und der absoluten Ge- 
raden sind die beiden Steinerschen Ellipsen, die Umellipse und die 
Inellipse.. Aus Nr. 8 folgt, daß diese homothetisch und konzen- 
trisch sind. 

12. Die absolute Gerade könnte man — um die Rechnung zu ver- 
einfachen — zur Einheitsgeraden des Koordinatensystems wählen.?) 


1) Wegen dieser wichtigen Gebilde vergleiche man die Hauptwerke über 
neuere Dreiecksgeometrie: 

A. Emmerich, Die Brocardschen Gebilde und ihre Beziehungen zu den ver- 
wandten merkwürdigen Punkten und Kreisen des Dreiecks. Berlin 1891. Mit 
reichhaltigem Literaturnachweis! 

W. Fuhrmann, Synthetische Beweise planimetrischer Sätze. Berlin 1890. 

E. Rouch& et Ch. de Comberousse, Traite de Geometrie I. et II. VII. ed. 
Paris 1900. 

Auch sei hingewiesen auf die Berichte von E. Vigarid, Association Francaise 
pour l’Avancement des Sciences, zuerst Congres de Toulouse 1837. 

2) Die Ähnlichkeit können wir hier nicht definieren. 

3) Baryzentrische Koordinaten. 
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Dann würde aber meistens die Möglichkeit verloren gehen, zu ent- 
scheiden, ob und welche Rolle die absolute Gerade in den einzelnen 
Sätzen spielt. 

Ihre Gleichung sei darum g(&) = 9% + 9% + 95% =0. Dann 
sind die Gleichungen des Schwerpunktes und der Steinerschen Ellipsen: 


Du/g; =, SUR 0, PH 


2. Durch die absolute Gerade definierte Transformationen. — 13. Die 
Seitenmitten des Grunddreiecks A seien G,. Das Mittendreieck @ liegt 
ähnlich zum Grunddreieck A. Ähnlichkeitspunkt ist der Schwerpunkt @. 
Einem Punkte X von A entspricht ein Punkt Y von @. Y heißt der 
Komplementpunkt von X, X der Antikomplementpunkt von Y. Dual 
liegen die Verhältnisse für die Geraden.) 

Da es sich um eine Zentralkollineation mit dem Zentrum @ und 
der Achse g handelt, so gilt: Homologe Punkte (X und Y) liegen auf 
einer Geraden durch G, homologe Geraden sind parallel, homologe 
Kegelschnitte homothetisch. 

Der Punkt X habe die Koordinaten x, im Grunddreieck A und 
x; im Mittendreieck @. Dann hat der Komplementpunkt Y zu X die 
Koordinaten y; = x;, der Antikomplementpunkt Z zu X die Koordi- 
naten 2; = «;. 

Die Transformationsgleichungen?) sind: 


Ku = — mt Rat ga = X; 29% = 9% + 9m = Kr + X; 
für Linienkoordinaten: 
lg -—wlgtmgtw/g; 2w/g—wm/g + mg: 
Ist X, der Ricehtpunkt der Geraden X YZG, so gelten folgende Be- 


ziehungen: 
(X, XY)=-—2, (XYGEZ)=-1, (XZYX)=-1 


Die letzte lautet in Worten: Die von einem Punkte X und seinem 
Antikomplementpunkt Z begrenzte Strecke wird durch den Komplement- 
punkt Y halbiert. 

14. Nicht minder wichtig als die soeben behandelte lineare Trans- 
formation ist eine quadratische Verwandtschaft, die in jedem Dreieck 
durch die absolute Gerade definiert werden kann, die Verwandtschaft, 


1) Emil Hain, Archiv d. Mathem. u. Physik (2) 3, 18886. 
C. G. Reuschle, Zeitschrift für Mathem. u. Physik. 11, 1886. 
2) Diese sind so zu bestimmen, daß G@ und g in beiden Dreiecken A und @ 
dieselben Koordinaten haben. 


Zur projektivischen Behandlung der Dreiecksgeometrie. 7 


die das Grunddreieck A zum Hauptdreieck und die absolute Gerade y 
zu einer Doppelgeraden hat, also durch die Gleichungen u;v; = ? dar- 
gestellt wird. Die drei anderen Doppelgeraden bilden das zur absoluten 
Geraden harmonisch assoziierte Dreiseit: das Mittendreieck @. Je zwei 
Gegengeraden « und v schneiden jede Seite a, des Grunddreiecks in zwei 
homologen Punkten einer Involution, deren Doppelpunkte die Mitte G, 
und der Richtpunkt der Seite a, sind, also in zwei Punkten, die zur 
Seitenmitte 9, symmetrisch liegen. Daher heißen u und v Seiten- 
Symmetriegeraden.*) 

Indem wir jede Gerade durch ihren Dreieckspol ersetzen, erhalten 
wir zu dieser Geradentransformation die folgende Punkttransformation: 
x&;y = 1/9. Doppelpunkte sind der Schwerpunkt @ und die ihm har- 
monisch assoziierten Punkte. 

Projizieren wir je zwei homologe Punkte X und Y aus der Ecke A, 
in zwei Punkte der Seite a,, so liegen auch diese symmetrisch zur 
Seitenmitte G@,. Daher die Bezeichnungen ?): Seitengegenpunkte. Isotome 
Verwandtschaft. Zwei Punkte oder Geraden, deren Koordinaten die 
Gleichung x;y; =1/g7 oder w;v; = 97 erfüllen, sind Seitengegenpunkte 
oder Seitensymmetriegeraden im Mittendreieck. 

15. Indem wir die lineare Verwandtschaft der Nr. 13 und die quadratische 
der Nr. 14 vereinigen, erhalten wir eine neue quadratische (die komple- 
mentisotome) Verwandtschaft mit den Gleichungen &;y; = 1/97, wvi = 9. 

Für den Punkt Y(y;) und die Gerade v'v;) gelten (bei gegebenem 
X und «) folgende einfachen Konstruktionen: 

Wir projizieren X aus den Ecken A, des Grunddreiecks auf die 
Seiten @,@, des Mittendreiecks und die so erhaltenen Punkte?) aus den 
Eeken G; in den Punkt Y. Wir projizieren die Schnittpunkte (u - a,) 
aus A; auf G,@,. Die so erhaltenen Punkte liegen auf der Geraden v.*) 

16. Eine Anwendung von diesen Verwandtschaften kann man 
machen, um die Steinerschen Ellipsen als Bilder der absoluten Geraden 
und des Schwerpunktes, ferner um den Mittelpunkt eines In- oder Um- 
kegelschnittes zu bestimmen. in dieser Hinsicht seien folgende Sätze 
mitgeteilt: Zwischen dem Brianchonschen°’) Punkte X und dem Mittel- 


1) F. Bücking, Archiv der Mathem. u. Physik (2) 16. 1898. 

2) W. Fuhrmann, Synthetische Beweise planimetrischer Sätze. Berlin 
1890. 8. 57. 

3) Das sind die Mitten der Scheitelgeraden A,X, diese gemessen von der 
Ecke A, bis zur Seite a,. 

4) Die Gerade v verbindet die Mitten der Diagonalen des Vierseits a, a,a,u: 
Die Gaußsche Gerade des Vierseits. 

5) Brianchon-Punkt des Kegelschnittdreiseits. Die Beziehung zwischen 
einem Inkegelschnitt und seinem Brianchon-Punkt ist die der Nr. 8. 
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punkte Y eines Inkegelschnitts besteht die komplement-isotome Ver- 
wandtschaft. Ein Punkt und der Mittelpunkt seiner konischen Polare 
(in bezug auf das Grunddreieck) sind Seitengegenpunkte im Mittendreieck. 

3. Der Lehrsatz von Feuerbach. — 17. Nach dem vorletzten Satze 
hat ein Inkegelschnitt, dessen Mittelpunkt die Koordinaten y, im Grund- 
dreieck und y; im Mittendreieck hat, die Gleichung: 


(1) p(uu) = I Hy =. 

Er schneidet die absolute Gerade im Punktepaar: 

(2) | [p(ug)’— plan): P(g9) = IB, — 0, worin 
Bay, — 2Pı = gyit giya+ gyi)/ggı- 


Die Koordinaten y; kommen hier nur im Quadrat vor, d. h.: Die vier 
Inkegelschnitte, deren Mittelpunkte harmonisch assoziiert sind, sind 
homothetisch. | 4 

18. Nebenbei sei erwähnt: Soll das Punktepaar (2) einer Invo- 
lution angehören, d. h. sich selbst konjugiert sein in bezug auf einen 
Kegelschnitt b,,22 + b,23 + b,,@2 = 0, so muß die Invariante IS’ Pß,,b,, 
verschwinden, mithin die Gleichung gelten: db, +b,% + db, —. 
Es folgt der Satz!): Die Mittelpunkte derjenigen Inkegelschnitte, deren 
Richtpunkte einer Involution angehören, liegen auf dem Polkegelschnitt 
des Grunddreiecks, der durch die Doppelpunkte der Involution geht. 

19. Durch die Punkte (2) und die Ecken G, des Mittendreiecks 
geht der folgende Kegelschnitt: 


(3) HYıRgaz + I, YaRzrı + I Ya =): 


Für das Mittendreieck als Koordinatendreieck hat der Inkegel- 
schnitt (1) die folgende Ordnungsgleichung: 


4) [Du (ay — 99): [>] — 959 > ra = 0. 


Zwei homothetische Kegelschnitte haben außer der absoluten Ge- 
raden noch eine (wesentliche) Schnittsehne, die man als ihre Radikal- 
achse bezeichnen kann. Für die Kegelschnitte (3) und (4) hat diese 
die Koordinaten «; = 9;(9xYk — Jıyı)*. Diese Werte u; erfüllen die Klassen- 
gleichung des Kegelschnittes (3): IV g;y? u; = 0, d. h. die Kegelschnitte 
(3) und (4) berühren sich. 

Die gemeinsame Tangente (Radikalachse) hat im Grunddreieck die 
Koordinaten: 

IH — IN): 


1) Die Mittelpunkte der gleichseitigen Inhyperbeln liegen auf dem Polkreis 
des Dreiecks. 
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Sie berührt die Steinersche Inellipse; denn ihre Seitensymmetriegerade 
mit den Koordinaten v, = 9,(9,%, — 9%) geht durch den Schwerpunkt G 
— auch durch den Mittelpunkt Y(y) des Inkegelschnittes (1 oder 4). 
Das Ergebnis lautet: 

Jeder Umkegelschnitt des Mittendreiecks berührt die vier zw ihm 
. homothetischen Inkegelschnitte des Grunddreiecks. Die vier gemeinsamen 
Tangenten berühren auch die Steinersche Inellipse. Ihre Seitensymmetrie- 
geraden gehen — außer durch den Schwerpunkt — durch die Mittel- 
punkte der vier Inkegelschnitte. 

Ganz abgesehen davon, daß wir die unendlich ferne Gerade durch 
die allgemeine absolute Gerade ersetzt haben, ist dieser Satz offenbar 
eine Erweiterung des bekannten Feuerbachschen Satzes, nach dem 
der Umkreis des Mittendreiecks, der sogenannte Feuerbachsche Kreis 
des Grunddreiecks, dessen Inkreise berührt. 

4. Der Lehrsatz von Tucker.!) — 20. Es gibt oo! viele Dreiecke F‘, 
die bei gegebenem Ähnlichkeitspunkt zum Grunddreieck A ähnlich 
liegen. Jedes dieser Dreiecke schneidet das Grunddreieck — außer in 
drei Punkten der absoluten Geraden — in sechs Punkten eines Kegel- 
schnittes.. Die so erhaltenen oo! Kegelschnitte sollen etwas näher 
betrachtet werden. 

Die Seiten eines Dreiecks F', seien: ,—=g(x) +4;2;,=0. Das 
Kollineationszentrum von F", und A hat die Koordinaten x, — 1/A,, ist - 
also ein fester Punkt P, wenn wir setzen: 1/A,=p,/4. Dann lauten 
die obigen Gleichungen: 


= ge) +1:2,/9, —\. 


Durch die neun Schnittpunkte der Dreiecke F, und A geht jede 
Kurve 3. Ordnung 
hf 000 = 0 
hindurch. Für o=4?/p,p,p, zerfällt diese in die absolute Gerade 
g9(&) = 0 und den gesuchten Kegelschnitt: 


oe T, = 9(&):[9(@) + Aala)] + AP Plaw) = 0, 
worin 
z()=De/p 0 und P(xx) = Ir,0,/p,p, — 0 
die gerade und die konische Polare des Punktes P sind. Also: } 
Die Kegelschnitte T liegen homothetisch zur konischen Polare P des 


Ähnlichkeitspunktes P. Die Radikalachsen sind seiner geraden Polare x 
parallel.?) 


1) E. Pascal, Repertorium der höheren Mathematik I. 8. 71. Leipzig, 1902. 
2) Die Mittelpunkte der Kegelschnitte T liegen, wie die Rechnung ergibt, in 
einer Geraden. 
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21. Bildet man 
9, =fh, + ia/m = ga) + Alm + ap) = hr + Ro /P 


so gehen die Geraden 9,=0 durch die Schnittpunkte [f,-a,] und 
If;-a,|, bestimmen also auch jene sechs Punkte auf den Seiten des 
Grunddreiecks, durch die der Kegelschnitt T, hindurchgeht. 

Das Dreieck ® liest perspektivisch zum Grunddreieck; Kollinea- 
tionszentrum ist P, Kollineationsachse jedoch nicht die absolute Ge- 
rade 9, sondern die Radikalachse [g(x«) +Ar(x)=0] von T, und P. 
Hingegen liegt ® ähnlich zum Dreieck, das dem Punkte P harmo- 
nisch assoziiert ist, zum Ecektangentendreieck der konischen Polare P. 
Ähnlichkeitspunkt ist P. 

22. Indem wir die Diskriminante der in A quadratischen Gleichung 
T,=0 gleich Null setzen, erhalten wir als wesentliche Enveloppe der 
Kegelschnitte T — neben der doppelt zu zählenden absoluten Geraden g 
— den Kegelschnitt: 


n?’(x) — 4P(xx) — Ir?/p} ker 2 I /PrPı =, 


d. i. die konische Polare II(xx) der Geraden x. 

23. Für A= oo!) ergibt sich als Dreieck F', das Grunddreieck A 
und als Kegelschnitt T, die konische Polare P. Das Dreieck A spielt 
für unsere Betrachtungen keine besondere Rolle in dem System der 
Dreiecke F. Wie zu ihm, erhalten wir zu jedem Dreieck F ein 
System von oo! Kegelschnitten, im ganzen also, als Erzeugnis je zweier 
Dreiecke F', und F', die 00° Kegelschnitte: 


T,=@) a + Au ta) + gl) ala) Aula + u) + Plaa) Aut — 0. 

Alle diese sind zu einander homothetisch, alle ihre Radikalachsen sind 

parallel. Für u—=4 wird T,, die konische Polare P, von P bez. F\: 
P,=9°(&)-3 +92). "(x)-21 + Pax) =. 

Für A = const. erhält man als (wesentliche) Enveloppe der T,, einen 
Kegelschnitt I/,, der im Sinne der Nr. 8 zu P im Dreieck F', gehört: 
IL, =— [9(a):3 + g9(&)-x(&)-24] + Ilka) 9 —= 0. 

Die Kegelschnitte P, wie auch II, haben zur Enveloppe das imaginäre 


Geradenpaar: 
Ile) + P(xx) -DI}/p} — DIar2,/ppı — 0. 


Es sind dieses die von P aus an II und P gelegten Tangenten. 


1) A = 0 liefert die absolute Gerade. 
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24. Unter den Dreiecken F und ® befindet sich je ein Nulldreieck. 
Daraus folgt: | 

Zieht man durch einen beliebigen Punkt P die Parallelen zu den 
Seiten des Grunddreiecks, so schneiden diese die jeweils beiden anderen 
Seiten in zusammen sechs Punkten eines Kegelschnittes L'. 

Man erhält einen zweiten Kegelschnitt L”’, wenn man die Geraden 
durch den Punkt P parallel zu den Ecktangenten seiner konischen Polare 
P zieht. Diese und die beiden Kegelschnitte L’ und L” sind homothetisch. 

Man findet ferner: 

Der Mittelpunkt von L” ist der Punkt P selber; der von L’ liegt 
in der Mitte zwischen P und dem Mittelpunkt U von P. 

25. Ist P der Lemoinesche Punkt, also P der Umkreis und IT die 
brocardsche Ellipse des Grunddreiecks, so werden die Kegelschnitte T, 
zu den Tuckerschen, L’ und L” zu den Lemoineschen Kreisen des 
Grunddreiecks. Es ist also die Drocardsche Ellipse die Enveloppe der 
Tuckerschen Kreise. 


Zweiter Abschnitt: Das Dreieck und der absolute Kegelschnitt. 


1. Der absolute Kegelschnitt. — 26. Wir wenden uns nunmehr dem 
Falle zu, daß das absolute Gebilde in einem allgemeinen Kegelschnitt 
besteht, der also weder in ein Punktepaar noch in ein Geradenpaar 
zerfallen ist. Seine Gleichungen seien: 


Die Determinanten |«,;,| und |a,,| der (reellen) Koeffizienten sollen 
unserer Absicht gemäß nicht verschwinden. Weiter soll über die 
Koeffizienten «,, nichts vorausgesetzt werden; denn das hieße ja ein 
besonderes und nicht ein beliebiges Grunddreieck (oder Koordinaten- 
dreieck) betrachten, da doch ® als absolut gegebener Kegelschnitt nur 
die eine besondere Eigenschaft haben kann, daß er zerfällt.') 

27. Da die hier folgenden Sätze der Metrik entnommen sind, so 
tritt in ihnen der absolute Kegelschnitt vorwiegend als Klassenkurve auf.?) 

Mit Hilfe von ® definieren wir: Zwei Geraden heißen senkrecht 
zu einander, wenn sie bezüglich ® konjugiert sind. Winkel « zweier 
Geraden SA, und SA, heißt das Produkt aus einer Konstanten?) und 
dem Logarithmus des Doppelverhältnisses, das diese Geraden mit den 
von 8 an ® gehenden Tangenten ST, und SZ, bilden. Wir können 


1) Ein Kegelschnitt hat keine absolute Invariante, 
2) Vgl. die 4. Anmerkung auf S. 3. 


3) 3V—1 für das Kreispunktepaar, 
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und wollen im folgenden, da es sich um Gleichheit von Winkeln 
handelt, von der Konstanten und dem Logarithmus absehen und kürzer 
setzen = S]A, A,]= 8(1,1,4,4,). 

Was dann unter Halbierenden eines Winkels, Höhen eines Drei- 
ecks zu verstehen ist, ergibt sich von selbst. 

Der Pol einer Geraden bezüglich ® heiße ihr absoluter Pol. 

2. Die Höhen und Nebenhöhen. — 28. Die absoluten Pole der 
Seiten a, des Grunddreiecks sind die Punkte P;:x,—= «,,. Die Höhen 


ı 


A,P;: %:% = %,:%, = 1lj/e,,:1/e,, schneiden sich im Höhenpunkt 
Halo, ol un: 


Dieser ist nur abhängig von den Koeffizienten «,,(k =!) der Pro- 
dukte «,u,, nicht von denen «,, der Quadrate u?, bleibt also Höhen- 
punkt, wenn man statt ® irgend einen Kegelschnitt 


— 2 2 2 ’ ’ ’ En 
p= AU + Au: + AsUE + 20ggUglg + 203, Ust + 2p Us = OÖ 


als absolutes Gebilde wählt.!) Der Punkt 7 wird also weniger zu 
jedem einzelnen p als zu dem ganzen System der @ in engen Be- 
ziehungen stehen. In der Tat ist 7 der einzige Punkt, der doppelt 
gezählt als ein Kegelschnitt p zu betrachten ist. 

29. Fällt man von den Höhenfußpunkten die Lote auf die jeweils 
beiden anderen Seiten des Grunddreiecks, so liegen die Fußpunkte dieser 
sechs „Nebenhöhen“ auf einem Kegelschnitt. 

Der Beweis ergibt sich als einfache Anwendung des Carnotschen 
Satzes.) Die Gleichung des Kegelschnittes lautet): 


Sal? — ara lakı + reh))/arı = 0. 


30. Zu den Höhen P,A, erhält man durch positive Permutation 
noch zwei andere Geradentripel m,— P,A,,, undn, — P,A,,,, wobei man 
statt <+ 3 wieder 7 zu setzen hat. 

Diese beiden Dreiseite m und »n schneiden sich außer im 


+2) 


1) W. Fr. Meyer, Über die Höhen des Tetraeders. Archiv der Math. und 
Physik (3) 8, 138. 1904. 

2) W. Fr. Meyer, Über geometrische Sätze von der Natur des Pascalschen 
Satzes. Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 9, 91. 1900. 

3) Zerfällt der absolute Kegelschnitt in ein Punktepaar, so geht diese Gleichung, 
wenn wir die Bezeichnungen der Nr. 49 benutzen, über in: 


DENE 9,8; — Q DIRT, ur 


worin e eine Konstante. Der durch sie dargestellte Kegelschnitt ist also ein 
Kreis: der Taylorsche Kreis des Grunddreiecks. E.Pascal, Repertorium Il. 8.71. 


Zur projektivischen Behandlung der Dreiecksgeometrie. 13 


A,Ay,A,P,P,f; in drei Punkten Q,.') Das Dreieck @ liegt per- 


spektiv zum Grunddreieck. Kollineationszentrum ist der Punkt 
Ur RR Ogglzı Myzlıyg- 


3. ÖOrthologische Dreiecke. — 31. Gehen die Lote, die man von den 
Ecken eines Dreiecks auf die entsprechenden Seiten eines zweiten Dreiecks 
fällt, durch einen Punkt, so schneiden sich auch die Lote aus den Ecken 
des zweiten Dreiecks auf die entsprechenden Seiten des ersten Dreiecks in 
einem Punkte. | 

Sind A und DB die beiden Dreiecke des Lehrsatzes, P und @ die 
Dreiecke, deren Ecken P, und @, die absoluten Pole der Seiten A,A, 


und D,D, sind, so besagt der Lehrsatz: Die Dreiecke A und @ einer- 
seits, D und P andererseits sind immer und nur gleichzeitig perspektiv 


gelegen. 
Die Seiten und Ecken von A und B mögen die Gleichungen haben: 
4,A:2,—0, B.B:y4 =, 
AU —= U), R.0, 0: 


Die Transformationsgleichungen seien: 


i 
Y; =, “ = AyiYıs 
R; = 20% d; > Ant, 


die Gleichungen des absoluten Kegelschnittes: 


D— Vo, =D ß0;0, = 0. 
Dann liegen die Dreiecke A und Q, bezw. B und P perspektiv, wenn 
Dr hr > Ars Ber Aha: Ash Arber Sasha 1, 
bezw. 
DSL DE PIE AR A ah 


worin sich die Summation überall auf k=1, 2, 5 bezieht. 
Unter Beziehung auf alle sechs Koordinaten «,, v, ist die Glei- 
chung von ®: 


I 0,40%, =0 oder Pur hatt, = 0. 
ikl 0 


Aus der Identität beider Formen folgt die Koeffizientengleichheit und 
daraus die Identität: BET 
ı' 


1) In der Elementargeometrie sind das die zweiten Endpunkte der Umkreis- 
durchmesser A,U. 
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Da somit die beiden Größen A nur gleichzeitig den Wert +1 an- 
nehmen können, ist der obige Lehrsatz bewiesen. Da dasselbe auch 
für den Wert — 1 gilt, so folgt noch der Satz: 

Schneiden die von den Icken eines Dreiecks A auf die entsprechen- 
den Seiten eines Dreiecks B gefällten Lote die Seiten a, in drei Punkten 
einer Geraden, so liegen auch die Schnittpunkte der Lote aus den Ecken 
B, auf die Seiten a, mit den Seiten b, in einer Geraden. 

4. Die Winkelhalbierenden. Die isogonale Verwandtschaft. — 
32. Aus der Definition des Winkels (Nr. 27) folgen leicht die beiden 
Eigenschaften der Halbierenden eines Winkels, daß sie dessen Schenkel 
harmonisch trennen und aufeinander senkrecht stehen, Eigenschaften, 
durch die umgekehrt die Winkelhalbierenden geradezu definiert werden 
können.) 

Daraus findet man, wenn 


fa) =2f”—-0 und M@)=If?u —0 
die Schenkel eines Winkels sind, die Gleichung seiner Halbierungslinien: 
OSP/ELOFO) -— FO@P/DLEFR) — 0. 


Die drei Geradenpaare, die die Winkel eines Dreiseites / halbieren, 

schneiden sich in den vier Punkten: 
OP — DOP®) 

Für das Koordinatendreieck A folgt: Seine Winkelhalbierenden 
w; = ar/arr — le = 0 schmeiden sich in den vier harmonisch asso- 
züerten Punkten J, deren Koordinaten die absoluten Werte V «,, haben.?) 

Diese vier Punkte, nur abhängig von den Koeffizienten «,,, nicht 
@,,(k =# l), sind im Sinne der Nr. 28 die Doppelpunkte des folgenden 
Kegelschnittsystems: Na? + Aw = 0, worin A, völlig beliebig. 

39. Bestimmt man zu einem beliebigen Punkte Y die Polaren in 
bezug auf die obigen drei Geradenpaare w,, so schneiden sich diese in 
einem Punkte Z. Die Geraden w, trennen das Geradenpaar A,(YZ) 
harmonisch, halbieren also den Winkel A,[YZ]. 

Die Punkte Y und Z sind konjugiert in bezug auf alle Kegel- 
schnitte des Netzes D)A,w,— 0 oder des Büschels, das die vier Punkte 
J(x&? = «;:) zu Grundpunkten hat; sie sind Gegenpunkte der quadra- 
tischen Transformation 

ee 777 


1) Aus dieser Definition folgt leicht der Satz, daß die Seiten und Höhen eines 
Dreiecks die Winkel seines Höhenfußpunktdreiecks halbieren. 

2) Damit diese Punkte reell sind, müssen die Koeffizienten «,, gleiche Vor- 
zeichen haben. 
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Die Geraden A,Y und A,Z heißen isogonal bez.  A,[A,A,], die 
Punkte Y und Z Winkelgegenpunkte, die Transformation wird als iso- 
gonale Verwandtschaft bezeichnet.') 

34. Wie in der Elementargeometrie, so gelten auch hier die Sätze: 

I. Die Scheitelgeraden A,Y eines Punktes Y stehen senkrecht auf 
den Seiten des Fußpunktdreiecks?), das zu seinem Winkelgegenpunkt Z 
gehört. 

II. Die Fußpunktdreiecke zweier Winkelgegenpunkte sind demselben 
Kegelschnitt einbeschrieben. 

35. Das Punktepaar (YZ) hat die Gleichung: 

Zym, 2% = I Y2 U, — Ia,,uf + I Ba — 0, 
deh.: : Y 

Ein Punktepaar, dessen Gleichung in den Koeffizienten der quadra- 
tischen Glieder mit der Klassengleichung ®D=0 des absoluten Kegel- 
schmittess — bis auf einen Faktor natürlich — übereinstimmt, besteht aus 
zwei Winkelgegenpunkten. 

Aus diesem Satze folgt, da die Brennpunkte eines Inkegelschnittes 
W—() die Gleichung 


Dluu) — A Pluu) = Da,u: +3 8, u,U, = 0 


haben, der andere Satz: 

Die Brennpunkte eines dem Grunddreieck eingeschriebenen Kegel- 
schnittes sind Winkelgegenpunkte. 

Zerfällt der absolute Kegelschnitt in zwei Punkte, so sind diese nach 
obigem Satze Winkelgegenpunkte Das Bild ihrer Verbindungslinie, 
der absoluten Geraden, ist daher ein Umkegelschnitt durch die absoluten 
Punkte, d. h. der Umkreis des Grunddreiecks. 

36. Der isogonalen entspricht dual die isotome Verwandtschaft?): 


uV, —=4,;;, y,2, = 1/4;;- 


Die Involution, die wir zu dieser nach Nr. 14 auf jeder Seite a, er- 
halten, hat hier nicht die Seitenmitte @, und den Richtpunkt von a,, 
der hier nicht existiert, zu Doppelpunkten, sondern die „beiden Mittel- 
punkte“*) der Seite a,. Homologe Punkte der Involution liegen zu 
jeder dieser Seitenmitten „symmetrisch“. 


1) W. Fuhrmann a.a. 0. 

2) Die Fußpunkte der von P auf die Seiten a, gefällten Zote bilden das Fuß- 
punktdreieck von oder zu P. 

3) In Nr. 14 war F= Ya,,n,@, EN She a, 

4) Diese beiden Seitenmitten entsprechen dual den beiden Halbierenden eines 
Winkels. 
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5. Die Inkreise. — 37. Nach Nr. 35 gehört zu jedem Paar von 
Winkelgegenpunkten ein Inkegelschnitt, der diese Punkte zu Brenn- 
punkten hat. Zu den Doppelpunkten J erhält man so die vier In- 
kegelschnitte, die den absoluten Kegelschnitt doppelt berühren: die 
vier Inkreise. Sie haben die Gleichung: 


Kon Reg Vogt (gs) UgU; + (@, — Vs 2) wu + (&s = Van Gigs) U. 


Für die Wurzeln Ya,,«, = Ve, : Ye, sind nur die folgenden Kom- 
binationen möglich: a a Setzen wir 
daher m; = «@,, — V@,,%, und 2, = «&, + YV@,,%,, so lautet die Gleichung 
des Inkreises'): ' 
J= muu, + m,uu,; + mu;u, = 0 
und die des iten Ankreises: 

J= mu + nUu; + NUu, =. 


38. Die Brianchonschen (Gergonneschen) Punkte der vier In- 
kreise sind: 
5b: 1/m, 1/m, 1/m,. Bi: ,-1/m, 5 - lu 2 02 
Heißt J‘ der Berührungspunkt von J‘ mit der Seite a,, so 
schneiden sich die Geraden A,J1, A,J2, A,J3 und A,J, AS, A,d* 
in je einem Punkte. Diese vier Nagelschen Punkte: | 
N: lin, Lin lin. Nm: Uwe 


sind, da m;n, = (0%, — Vo; @) (a, 7. Vor &) = a U, 
die Seitengegenpunkte der Gergonneschen Punkte. 

39. Wie in der Elementargeometrie, so liefern auch hier je zwei 
der Inkreise zwei Ähnlichkeitspunkte. Sind 


Y= Iy,u,] -y-9-0 und Z=[Iau” —- 2-9—=0 


die Gleichungen zweier beliebigen Kreise, so ist die ihrer Ähnlich- 
keitspunkte: 


PY— yYZ=- [z Dyu,; ar Sau, E Sy; rl, Zzu, —=(. 


Diese Ähnlichkeitspunkte liegen nach ihrer Entstehung auf je 
zwei Tangenten, nach ihrer Gleichung auf der Verbindungslinie der 
Mittelpunkte Y(y,) und Z(z,), der Zentralen der beiden Kreise. Und 
zwar trennen sie die Mittelpunkte harmonisch. 

6. Die Wallace-Linie. — 40. Fällt man von einem Punkte X. die 
Lote P,XX, auf-die Seiten a, des Grunddreiecks, so liegen die Fuß- 


1) Die Inkreise bestehen aus dem Inkreise und den drei Ankreisen. 
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punkte X, nur dann in einer Geraden, wenn X der folgenden Kurve 
3. Ordnung angehört‘): 


O= (8%: — Rg%yı) (Mg log — %ydys) (Dede — &, &33) 


— (alıı %ı Csı) (Kr das Malz) (Kylgz — Ka 0a5) — 0. 


Diese Kurve ist für die isogonale Verwandtschaft anallagmatisch, denn 
die Fußpunktdreiecke zweier Winkelgegenpunkte können nach Satz II 
von Nr. 34 nur gleichzeitig in je eine Gerade ausarten. 

Die Kurve (Ü geht durch die neun Schnittpunkte der beiden Drei- 
seite m und n (Nr. 30), also durch die Punkte A,, P; und Q,. Die 
zu einem Punkte X von Ü gehörige Fußpunktgerade = X, X, X, 
wird als seine Wallace-Linie?) bezeichnet. 

41. Aus Satz I von Nr. 34 folgt: Die Wallace-Linie eines Punktes 
von © hat dessen Winkelgegenpunkt zum absoluten Pol. 

Solange der absolute Kegelschnitt nicht ausartet, hat auch die 
Umkehrung einen Sinn: Die absolute Polare eines Punktes von © ist 
die Wallace-Linie seines Winkelgegenpunktes. 

Als Enveloppe aller Wallace-Linien erhält man als odie Kurve I, 


die der Kurve Ü in einem Polarfeld entspricht, das den absoluten 
Kegelschnitt zum Ordnungskegelschnitt hat. Ihre Gleichung: 


T’= (u; — 490,1) (Uglgg — UzQgg) (Ugly) — Ur Ass) 
— (Ugly; — UA) (U lgg — Ugly) (Uglzz — Uzdgz) — 0. 


Zerfällt aber der absolute Kegelschnitt in ein Punktepaar, so ver- 
sagen die vorstehende Gleichung?) und ihre Ableitung. Doch kann 
man auch dann folgendermaßen verfahren. Die Gerade Iu,x, — 0 
schneide die Seiten «a, des Grunddreiecks in den Punkten X,. Die in 
X, auf a, errichteten Lote X,P, schneiden sich in einem Punkte X, 
wenn: 


| Br 
er + Ugly — Ugly Us 01 
| 
RRT. "hl 4 | — 
— U, 0lgg — Ugligz U]lyı F Uglgg 


It A= |«,,| die Determinante des absoluten Kegelschnittes &® — 0, 
so it = A-I” Diese Gleichung lehrt, daß T für A= 0 identisch 
verschwindet. Die Gleichung I”—=0 jedoch versagt in diesem Falle 


1) Nach Graßmanns Methode zur Erzeugung von Kurven dritter Ordnung, 
E. Pascal, Repertorium II. S. 183. 

2) Die frühere Bezeichnung: „Simsonsche Gerade“ ist falsch. Moritz 
Cantor, Vorlesungen über Geschichte der Mathem. III. S. 552 ff. 

3) Weil dann a,, = 9, 9, ist. 
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nicht; sie stellt auch dann noch eine Kurve dritter Klasse, die Steiner- 
sche Hypozykloide dar. 

42. Was wird aus der Kurve C, wenn der absolute Kegelschnitt in 
ein Punktepaar zerfällt? 

Weil dann die absoluten Pole P, von a, in einer Geraden, der 
absoluten g, liegen, so erfüllt jeder Punkt X von 9 die Bedingung, daß 
seine Fußpunkte X, in einer Geraden (nämlich wiederum 9) liegen. 
Die absolute Gerade spaltet sich daher von der Kurve Ü ab; da diese 
anallagmatisch für die isogonale Verwandtschaft war (Nr. 40), so ist 
ihr anderer Bestandteil der Umkreis (Nr. 35) des Grunddreiecks; d h. 
der Ort der (eigentlichen) Punkte, deren Fußpunkte in einer Geraden 
liegen, ist der Umkreis des Grunddreiecks. 

Aus Nr. 41 folgt noch: Die Wallace-Linien zweier Durchmesser- 
Endpunkte stehen aufeinander senkrecht. 

43. Von den neun Schnittpunkten der drei Lote XP, mit den 
Seiten a, haben wir nur die Punkte [X P,;-a,] betrachtet. Durch 
Permutation erhält man noch weitere Sätze, von denen nur der folgende 
erwähnt sei: 

Es gibt drei Punkte auf der Kurve U — bei absolutem Punkte- 
paar einen, den sogen. Tarryschen!) Punkt auf dem Umkreise — von 
der Eigenschaft, daß jene neun Schnittpunkte zu je dreien außer auf 
den genannten Seiten und Loten auf drei weiteren Geraden liegen. 

7. Die Spiegelung eines Punktes und einer Geraden an den Seiten 
des Dreiecks.”). — 44. Auf den drei Loten XP,X,, die von einem 
Punkte X auf die Seiten a, gefällt werden, kann man durch die bereits 
bekannten Punkte drei projektive Punktreihen definieren: 


(PRXX, X) = (PR XXX) = (PX X, X) = A. 


Zwei besondere dieser Punkttripel X, X7X7rr werden gebildet von den 
Fußpunkten X,(A = 1) und den Spiegelpunkten von X in bezug auf die 
Seiten a,(A = 2). 

Lassen wir A fest und verlangen wir, daß dann die Punkte X, X Xyır 
in einer Geraden liegen, so erfüllt der Punkt X die Kurve: 


E,=4-A2,%,%, — 32, P,(@x) = 


Darin sind P,(xx) = 0 die Gleichungen der drei Umkegelschnitte, die 


den Geraden P,P, | Da; Im = 0) isogonal entsprechen. Nach obigem 
ist Easzı) ac F 


1) E. Vigarie, Association Francaise 16. 1887. Toulouse. 
2) E. Hain, Archiv der Math. u. Physik. 69. 1883. 
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Artet der absolute Kegelschnitt aus, wird 1=0, so sind alle 
Kurven E, und (© miteinander identisch Dann wird Iz,P,(xx) 
=g(2)- P(xx), wo P(xx) = 0 die Gleichung des Umkreises ist. 

45. Die Spiegelbilder einer Geraden k(x) =0 in bezug auf die 
Seiten a, sind die Geraden: 


(2) = aha) 20 00,0. 
k 


Das Dreiseit s liegt stets perspektiv zum Grunddreieck, weil sich homo- 
loge Seiten auf % schneiden. Kollineationszentrum ist der Punkt 


X:2,— 0, De,,;k,, also der Winkelgegenpunkt zum absoluten Pol 
k h 
Klx; = Da,,k,] von k. 
k 


Für den Fall eines absoluten Punktepaares liegen alle absoluten 
Pole X auf der absoluten Geraden, also alle Kollineationszentren X auf 
dem Umkreise des Dreiecks A. 

8. Die Brocardschen Punkte. — 46. Es soll in der Ebene des 
Grunddreiecks ein Punkt 2(x,) gesucht werden, für den 


X LAR2] = <A AR] = <A 2] — 0. 


Indem man diese drei Winkel als Doppelverhältnisse berechnet, findet 
man (o + 1)/(o — 1) = m,/x,, wenn m, = 0 die Seiten des einen Drei- 
ecks M sind, das dem Grunddreieck A unter rechtem Winkel um- 
beschrieben ist (Nr. 30). Es folgt daraus: Der gesuchte Punkt 2 ist 
ein Doppelpunkt der durch die Gleichungen m, = 2,(» + 1)(o — 1) dar- 
gestellten Kollineation, ın der die Dreiecke M und A einander entsprechen. 
Die Aufgabe hat also drei Lösungen. 

Diese drei Punkte & liegen auf den Kegelschnitten m,y, — my, =, 
die durch die Punkte M, A, 4, gehen und in A, die Seite a, berühren. 

47. Die Winkelgegenpunkte & der Punkte & erfüllen die Be- 
dingungen 


<L FA) = TA; [24]= <A, [4] = 0. 


Sie sind die Doppelpunkte des Grunddreiecks und des anderen Drei- 
ecks N, das dem Dreieck A unter rechtem Winkel umbeschrieben ist 
(Nr. 30). Sie liegen auf drei Kegelschnitten, die, wie die obigen, 
durch je zwei Ecken A gehen, aber in dem jeweils anderen Punkte 
eine Dreiecksseite berühren. 

48. Wenn der absolute Kegelschnitt in ein Punktepaar ausartet, so 
erfüllen dessen Punkte die obigen Winkelbeziehungen, d. h. die Drei- 
ecke M und N sind dem Dreiecke A ähnlich. 

Von den sechs Punkten 2 und 2’ bleiben als wesentlich dann nur 

9 
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zwei: die beiden Brocardschen Punkte des Grunddreiecks. Sie sind 
also die Ähnlichkeitspunkte der Dreiecke M und A, N und A. Die 
obigen Kegelschnitte werden zu den sogenannten Beikreisen, & heißt 
der Brocardsche Winkel des Grunddreiecks. 


Dritter Abschnitt: Das Dreieck und das absolute Punktepaar. 


1. Das absolute Punktepaar. — 49. In dem letzten Abschnitt 
haben wir einige Sätze behandelt, für die es im wesentlichen gleich- 
gültig ist, ob der absolute Kegelschnitt nicht ausgeartet ist oder doch. 
In einzelnen Fällen war es besonders interessant, zunächst einen all- 
gemeinen Kegelschnitt zugrunde zu legen und an der Hand des Resul- 
tates erst zu prüfen, was eintritt, wenn der absolute Kegelschnitt in 
ein Punktepaar zerfällt. 

Diese Methode empfiehlt sich aber nicht immer, weil manche 
Sätze der parabolischen Geometrie sich nicht so ohne weiteres auf die 
hyperbolisch-elliptische Geometrie übertragen lassen. Es handelt sich 
da vornehmlich um Sätze, in denen das Parallelenaxiom eine Rolle 
spielt, oder in denen Kreise als Punktörter auftreten. 

Es mag in den folgenden Sätzen die Annahme, daß der absolute 
Kegelschnitt zerfällt, hier und da noch überflüssig sein; für die meisten 
aber ist sie notwendig. 

Durch das absolute Punktepaar (K,K,) ist die absolute Gerade g 
und der Umkreis P des Grunddreiecks A bestimmt. Deren Gleichungen 
seien: 

I@)= II, = + nt 9 — 0, 
P(a0)= Ip;%,% = Pı%%3 + 99% + Po: — 0. 
. Dann ist umgekehrt die des absoluten Punktepaares?): 
Dluu)=Pp II + P2IsHUZ+P3I1 I U5 — Pr Ir UgUs—Pz ggg U, —P 595% 0, 


wenn P,= — 9,9; 4,9, + p,9, gemäß Nr. 13. 
50. Die Gleichungen der isogonalen Verwandtschaft sind nunmehr: 


YA; 0; PN Oder Y;2, = P;/I; 


Da P(p;) nach Definition (Nr. $) der Lemoinesche Punkt und 
@(1/g,) nach Nr. 12 der Schwerpunkt des Dreiecks A ist, so folgt: 

Der Schwerpunkt und der Lemoinesche Punkt eines Dreiecks sind 
Winkelgegenpunkte. 


1) Sie entsteht am einfachsten durch Elimination von x, aus Pax)=0, 
92) = 0, u(x) = Zu,x,— 0. C.Schmidt, Zeitschrift für Math. u. Physik. 34. 1889. 
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Der Mittelpunkt U des Umkreises hat die Gleichung U= >», P,u,—0, 
der Höhenpunkt (Nr. 28) H= Du,/«,, = D'uy/g,P,;, = 0, d.h. der Um- 
kreismittelpunkt U und der Höhenpunkt H eines Dreiecks sind Winkel- 
gegenpunkte. 

Zu beachten ist, daß jetzt der Satz gilt: Zwei Winkel, deren 
Schenkel aufeinander senkrecht stehen, sind gleich.!) Es folgt daher 
aus Satz I von Nr. 34: Die Winkel, die die Scheitelgeraden eines 
Punktes bilden, sind gleich den Winkeln des Fußpunktdreiecks, das zu 
seinem Winkelgegenpunkt gehört. 

51. Wenn wir das Strahlenbüschel, dessen Zentrum U ist, mit 
der Involution, die es auf dem Umkreise ausschneidet, isogonal trans- 
formieren, so erhalten wir ein Kegelschnittbüschel mit den Grund- 
punkten A,A,A,H, das auf der absoluten Geraden die zirkulare In- 
volution?) ausschneidet, also aus gleichseitigen Hyperbeln besteht. 

Die Mittelpunkte dieser gleichseitigen Umhyperbeln liegen auf dem 
Neunpunktekegelschnitt des Vierecks A, 4,4, H, dem Feuerbachschen 
Kreise?) des Grunddreiecks A. 

52. Unter den Umkreisdurchmessern hat der ein besonderes Inte- 
resse, der durch den Lemoineschen Punkt P geht: der Drocardsche 
Durchmesser. Ihm entspricht isogonal die gleichseitige Umhyperbel 
durch @: die Kiepertsche Hyperbel. Sie schneidet den Umkreis zum 
vierten Male im sogenannten Tarryschen Punkte. Die Gleichungen 
dieser Gebilde sind: 


Der Brocardsche Durchmesser: Ix,(P, — P))/p,; = ®. 
Die Kiepertsche Hyperbel: DHPR Pos. 
Der Tarrysche Punkt®): : De u —- PP)=%d. 


53. Im Anschluß an diese Sätze über gleichseitige Umhyperbeln 
seien noch folgende Sätze erwähnt: Die Umparabeln sind die isogonalen 
Bilder der Umkreistangenten. Die Mittelpunkte der gleichseitigen In- 
hyperbeln liegen auf dem Polkreis des Dreiecks (Nr. 18). Die eigent- 


1) Die beiden Winkel seien $,[A, B,] und 58,[A,B,], wo A,B, 4, B, Punkte 
der absoluten Geraden AK, K, sind. Nach Voraussetzung ist (K, K, A, 4,)= —1 
—=(K, #4,B,B,). Durch Multiplikation mit (X, K,A,B,) folgt die Behauptung: 
(K, K,A,B)=(K,R, A, B,). 

2) Deren Doppelpunkte die absoluten Punkte X, und K, sind. 

3) Der Neunpunktekegelschnitt eines Vierecks in bezug auf eine Gerade g geht 
auch durch die Doppelpunkte der Involution, die das Viereck auf g bestimmt. 
Elfpunktekegelschnitt. 

4) Die Identität dieses und des in Nr. 43 so genannten Punktes würde sich 
aus der Gleichheit ihrer Koordinaten ergeben. 
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lichen Brennpunkte der Inparabeln eines Dreiecks liegen auf seinem 
Umkreise (Nr. 35). Die Leitlinien der Inparabeln eines Dreiecks gehen 
durch seinen Höhenpunkt.?) 

2. Metrische Koordinaten eines Punktes in der Ebene eines Drei- 
ecks. — 54. Wir haben bisher unseren Rechnungen projektive Koordi- 
naten zugrunde gelegt. Diese können für einen Punkt X metrisch 
im wesentlichen — bis auf hinzutretende konstante Faktoren — pro- 
portional den Abständen des Punktes X von den Seiten «a, des Grund- 
dreiecks gesetzt werden. Vom metrischen Standpunkte aus kann man 
einen Punkt X in der Ebene eines Dreiecks A noch durch andere 
Koordinaten festlegen. Sie werden nicht einfacher als die obigen sein, 
für gewisse Fragen aber vor jenen einen Vorzug haben. 

Als solche metrischen Koordinaten eines Punktes sollen insbesondere 
die Winkel betrachtet werden, die von den Scheitelgeraden des Punktes 
oder den Seiten seines Fußpunktdreiecks gebildet werden. Die isogonale 
Verwandtschaft wird hierbei eine Rolle spielen, da ja die Winkel an 
den Scheitelgeraden eines Punktes gleich den Winkeln vom Fußpunkt- 
dreieck seines Gegenpunktes sind. 

Ferner sind die Abstände eines Punktes X von den Ecken A, des 
Grunddreiecks von Interesse. Zahlen, die diesen Abständen proportional 
sind, heißen tripolare Koordinaten des Punktes X. 

55. Demnach werden wir uns zunächst die Aufgabe stellen, einen 
Punkt zu suchen, dessen Scheitelgeraden gegebene Winkel bilden, von 
dem aus also die Seiten des Grunddreiecks unter vorgegebenen Winkeln 
erscheinen. Es wird sich herausstellen, daß diese Aufgabe zwei Lösungen 
hat (Zwillingspunkte). Dann gilt es, einen Punkt zu suchen, dessen 
Abstände von den Ecken A, sich wie drei gegebene Zahlen verhalten. 
Auch diese Aufgabe wird zwei Lösungen haben (tripolar assoziüierte 
Punkte). Es wird sich zeigen, daß die hier gefundenen Punkte Winkel- 
gegenpunkte zweier Zwillingspunkte sind, so daß zugleich die Aufgabe 
gelöst ist, den Punkt zu suchen, dessen Fußpunktdreieck vorgeschriebene 
Winkel hat. In dem dann folgenden Paragraphen werden wir sehen, 
daß Zwillinsspunkte und tripolar assoziierte Punkte in einem Satze 
über quadratische Transformationen ihren gemeinsamen Ursprung haben. 
Schließlich wollen wir uns mit einigen Anwendungen dieser theoreti- 
schen Erörterungen befassen. 

3. Die Koordinaten von Uhlich?); Zwillingspunkte. — 56. Der 


1) D.i. der Parabelsatz: Der Höhenpunkt eines Tangentendreiseits, also auch 
der Schnittpunkt zweier zu einander senkrechten Tangenten liegt auf der Leitlinie, 

2) Uhlich, Altes und Neues zur Lehre von den merkwürdigen Punkten des 
Dreiecks. Progr. Grimma. 1886. 
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Punkt X, von dem aus die Seiten des Dreiecks A unter den gegebenen 
Winkeln c, erscheinen, liegt auf den Örtern, von deren Punkten aus 
die einzelnen Seiten bezüglich unter den Winkeln c, erscheinen. 

Zerfällt der absolute Kegelschnitt in ein Punktepaar X, K,, so ist 
der Ort von X, für den X X[A,4,]= eg; ist, ein Kegelschnitt durch 
K,, K,, A, und A,, jener bekannte Kreis O0, durch A, und A,. Die 
Gleichung dieses Kreises wollen wir ableiten, indem wir den absoluten 
Kegelschnitt zunächst als nicht zerfallen voraussetzen. Wir erhalten 
dann als Ort des Punktes X die Kurve vierter Ordnung: X? = — y?x7-F(xx), 
worin X; = 0,00 + (a, + tr) HEY) —D), 
F(xx) = a,,x,%,. Artet nun der absolute Kegelschnitt in ein Punkte- 
paar aus, so wird die linke Seite seiner Ordnungsgleichung einem 
vollständigen Quadrat proportional: 


F(x2)=-(P,P;,+ PP, + P,P)ge) = — 9: 9°%a).') 


Die obige Kurve vierter Ordnung zerfällt in die beiden Kegel- 


schnitte X, F y,2,9(2) Yp =. 
Die gesuchte Gleichung des Kreises CO, wird also: 


C,= (y,Vp — P)a,-9(@) + 299: Pla) = 0; Pan) = Ip 0. 


57. Setzen wir noch 9,Yp— P,=6,, so hat das Radikalzentrum 
der drei Kreise Ö, die Koordinaten?) x,— 1/9;,0,. Dieses liegt auf einem, 
also jedem der Ö,, wenn YgY3 + Y39ı + YıY%a = —-1 oder 46, =1 ist. 
Also: Die drei Kreise O, schneiden sich in eimem Punkte, wenn die drei 
Winkel c, demselben Dreieck angehören können.”) Die Koordinaten dieses 
Punktes sind: 


2: 0, = 1/94, P,+y,Vp), bezw. Zi: ©, = 1/94,(— P,— yVp)- 


Die beiden Punkte Z und Z’ heißen Zwillingspunkte.‘) Sie haben 
die Eigenschaft, daß die beiden Strahlenbüschel Z(A,4A,4A,) und 
Z’(A,4,A,) einander symmetrisch gleich sind. 


1) st gwW= — ruf _ 2 > pP, 4,4%, —=0 die Klassengleichung des 
Umkreises, so ist der obige Faktor p=gy(gg). Je nachdem daher p positiv oder 
negativ ist, ist das absolute Punktepaar reell oder imaginär. Salmon-Fiedler, 
Kegelschnitte. II. S. 562. 

2) Die drei Radikalachsen: (9,0, — 9,0) /g(&) = 9,9,% — NN, =): 

3) Sind B/ die Richtpunkte der Seiten b, eines Dreiecks B, so sind die 
Winkel = B,[B,Bj=(K,R,B/B;), also ist ß,ß,ß,=1. Diese Relation 
entspricht der metrischen >17 2 

4) A. Artzt, Programm. Recklinghausen 1886. 
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4. Die tripolaren Koordinaten. Tripolar assoziierte Punkte. — 
58. In der absoluten Geometrie wird die Entfernung zweier Punkte, wie 
der Winkel zweier Geraden, als Logarıthmus eines Doppelverhältnisses 
‚definiert. Da aber in kartesischen Koordinaten r?—= (2, — %,) + (y — %)” 
der Ausdruck für das Quadrat des Abstandes r zweier Punkte (x, y,) 
und (2,Y,) und »? = (x — 2,’ + (y — y,)”’= 0 die Gleichung des Null- 
kreises oder der Kreisgeraden von (z#;y;) ist, so wollen wir unter dem 
Quadrat des Abstandes eines Punktes von einem zweiten den Wert ver- 
stehen, den für diesen die linke Seite der Gleichung seiner Kreisgeraden 
annimmt, wenn man statt der laufenden Koordinaten die des ersten 
Punktes einsetzt. 

Sind daher k,(xx) = 0 die Gleichungen der drei Nullkreise A,, so 
definieren wir die tripolaren Koordinaten y, des Punktes X(&,) durch 
die Gleichungen: 09, = VYk,(xx). 

59. Für einen allgemeinen absoluten Kegelschnitt ist: k,(x&) = 4% 
— 20,,%,% + %,%. Dollen nun die tripolaren Koordinaten y, eines 
Punktes X drei gegebene Werte o, haben, so liegt dieser auf den drei 
Kegelschnitten: 


9, =kh/ kl, 


die offenbar durch dieselben vier Punkte gehen. Es gibt also in dem 
vorliegenden Falle wer Punkte mit gleichen tripolaren Koordinaten. 

Die sechs Schnittpunkte [Y,- a,] können aus A, in vier harmonisch 
assoziierte Punkte (x?o?—= 1) projiziert werden, deren gewöhnliche 
Koordinaten den tripolaren Koordinaten der obigen Punkte reziprok sind. 

60. Zerfällt der absolute Kegelschnitt in ein Punktepaar, so wird 
k,= 9,(9 9% + P;%,% + 2.) = 9,;M,;- Die drei Kegelschnitte 
9,=9,M,/®—9M,e?=0 sind Kreise, schneiden sich also in nur 
zwei wesentlichen Punkten, die fripolar assoziiert heißen (Nr. 55). 

Die Kreise @, schneiden den Umkreis orthogonal. Ihre Mittel- 
punkte sind die Schnittpunkte der Dreiecksseiten a, mit der Geraden 
0,010; N 

Aus der Orthogonalität folgt: Je zwei tripolar assozüerte Punkte 
liegen auf einem Umkreisdurchmesser und teilen diesen harmonisch, sind 
also Spiegelpunkte in bezug auf den Umkreis. 

61. Die gewöhnlichen Koordinaten zweier tripolar assozüerten Punkte 
erhalten wir mit Hilfe des Punktes R ihrer Verbindungslinie, der in 


bezug auf den Umkreis der Pol der obigen Zentralen I’ x,0?/g, — 0 ist. 


1) Der Kreis I'1,M;(@x) = 0 schneidet den Umkreis des Grunddreiecks 
orthogonal und hat den Mittelpunkt L(l,. 
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R.: 2,= 0: p,Y,, wenn 09, = — P,05/9, + 2,.9%/9 + P,07/9- Die ge- 
suchten Koordinaten haben dann die Form: 


= pP, + Apy; = PP; + Ay,),') 
man findet durch Einsetzen in eine der Gleichungen 9, = 0: 


#—=(P,P,+PP,+P,PR) Hp +trYNMHFtrr)=—-PlWYars+Ysrı + YıYa), 


d.h. zwei tripolar assoziierte Punkte haben die gewöhnlichen Ko- 
ordinaten: 
pP, +Yy,Vp/V- pr + Yan + Yıra))- 

Aus diesen Werten folgt, daß die beiden das Punktepaar UR 
harmonisch trennen, und auch wieder natürlich, daß sie in bezug auf 
den Umkreis konjugiert sind. 

62. Die Transformation, durch die ein Punkt in den ihm tripolar 
assozlierten übergeht, ist nichts anderes als eine Transformation durch 
reziproke Radien, eine Imversion am Umkreise. Ihre Gleichungen lauten: 


y,—=%,9(&) — P,P;P (xx) /PıP3P3- 


y,=0 sind die Gleichungen der Kreise A,A,UT. 
5. Der Zusammenhang zwischen Zwillingspunkten und tripolar asso- 
züerten Punkten. — 63. Aus unserer obigen Festsetzung 


0 = —-m/H + mt Pi /N (Nr. 61) folgt: 
Ip => 1p,e?/g) I- Diei/g: + moh/ge + Diet) = Ule). 


Sehen wir von den Fällen ab, in denen der Proportionalitätsfaktor 
o=0 oder g= © sein kann, so verschwinden die beiden Summen der 
vorstehenden Gleichung gleichzeitig. Die tripolar assoziierten Punkte 
haben in diesem Falle die Koordinaten &, = »,y, (Nr. 61), fallen also 
zusammen, d.h. in einen Punkt des Umkreises. In der Tat folgt dessen 
Gleichung durch Elimination von y, aus ,—=p,y,; und Sy =d. 
Mithin ist U(e)=0 oder Ie,Yp,/g,; = 0 die Gleichung des Um- 
_ kreises in tripolaren Koordinaten.?) 

64. Für alle Punkte, die nicht auf dem Umkreise liegen, können 
und wollen wir über g so verfügen, daß &y,yy=—1 wird. Dann 
sind die Koordinaten zweier tripolar assoziierten Punkte .einfacher 


4, = »,(P; 1% Vp)- 


1) D. i. die Parameterdarstellung der Geraden UR, wo U der Umkreis- 
mittelpunkt ist. 

2) D. i. im wesentlichen die Relation des Ptolemäus. Vergl. W. Fr. Meyer, 
Über den Ptolemäischen Satz. Archiv d. Math. u. Physik (3) 7, 1. 1904. 
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Unter derselben Bedingung I'y,yy—=—1 waren (Nr. 57) die 
Koordinaten zweier Zwillingspunkte: x,— 1/9,(P;#y,Vp), d. h.: 

Je zwei Zwillingspunkte und zwei tripolar assozüerte Punkte sind 
Winkelgegenpunkte. (Nr. 55.) 

Mit Hilfe der Nrn. 50 und 57 folgt daraus: Die Fußpunktdreiecke 
zweier tripolar assozüerten Punkte sind einander gegensinnig ähnlich. 

65. Die Lehre von den quadratischen Verwandtschaften greift noch 
tiefer in die Theorie der tripolar assoziierten Punkte und Zwillings- 
punkte ein. Man beweist leicht den folgenden Satz: 

Zieht man durch die Ecken A, des Hauptdreiecks einer quadrati- 
schen Punkttransformation y;2; = k? je zwei einander entsprechende Ge- 
raden f, und f/, so schneiden sich die Dreiseite f und f’ — außer in 
den Ecken A, — in den Ecken Y, und Z, zweier Dreiecke, die zum 
Grunddreieck A perspektiv liegen. Die Kollineationszentren Y und Z 
sind Gegenpunkte der Transformation. 

66. Die Figur zu diesem Satze läßt noch eine andere Auffassung 
zu: Über den Seiten A,4A, des Grunddreiecks sind die Dreiecke 
Z,A,A, in der Weise errichtet, daß sich die Geraden A,Z, und 4,Z, in 
der quadratischen Verwandtschaft entsprechen. Besteht diese in der 
isogonalen Verwandtschaft!), so sind in den Aufsatzdreiecken Z,A,A, 
je zwei Winkel c,, die an derselben Ecke A, liegen, einander gleich. 
Wird wieder y,= (c,+ 1)/(e,— 1) gesetzt, so sind die Koordinaten der 
Kollineationszentren Y: ,—=p,(-P,+yVp), Z: ,=1/94,-P;+ yYp)- 
Wegen des doppelten Vorzeichens?) der Wurzel erhalten wir gleich- 
zeitig die Punkte: 

Y:,=»,(- P,— „VYp), Zi, 1/9,(— P,— y,Vp). 
Die Punkte Z sind identisch den Radikalzentren der Kreise C, von Nr. 57. 
Es it Y+ Y”’=-—2 I P,pu,— 0 die Gleichung des Umkreismittel- 
punktes U. Somit folgt schließlich: 

Errichtet man über den Seiten eines Grunddreiecks A die Dreiecke 
Z7,4,4, bezw. Z;A,A, nach außen oder innen, in der Weise, daß 
die Winkel an der Ecke A, den gleichen Wert c, haben, so liegen die 
Dreiecke Z und Z’ zum Grunddreieck perspektiv. Kollineationszentren 
seien die Punkte Z und Z'. 

Schneiden sich A,Z, und A,Z, im — obigen — Punkte Y,, und 
ebenso A;Zı und A,Zı in Y;, so sind die Punkte Y; und Y; die 


1) Für diese findet sich der Satz schon bei C. F. A. Jacobi 1825. 
A. Emmerich, Die Brocardschen Gebilde, Berlin 1891. S$. 88. 
2) Die Winkel ce, können nıch außen oder innen angetragen werden, 
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Winkelgegenpunkte zu Z; und Z/. Es schneiden sich daher die Geraden 
A;Y; und A;Y; in den Winkelgegenpunkten Y und Y' zu Z und Z’. 

Ohne daß über die Größe der Winkel c, etwas vorausgesetzt würd, 
liegen die Punkte Y und Y’ auf einem Umkreisdurchmesser, Z und Z’ 
also (Nr. 51) auf einer gleichseitigen Umhyperbel. Auch sind die Punkte 
Z und Z' die Radikalzentren dreier Kreise O,, die über den Seiten A,A 
als Sehnen den Peripheriewinkel c, (nach außen oder innen) fassen. 

67. Zu den Zwillingspunkten und tripolar assoziierten Punkten 
kehren wir zurück, wenn wir die Winkel c, nicht beliebig sein lassen, 
sondern der Bedingung unterwerfen, Winkel eines und desselben Drei- 


I 


ecks zu sein: 
el, Ar tt =—]!: 


Dann haben die Aufsatzdreiecke Z,A,A, die gleichen drei Winkel, sie 
sind also ähnlich. Die in Nr. 66 ermittelten Koordinaten stellen dann 
Zwillinsspunkte und tripolar assoziierte Punkte dar. 

Die obigen Gleichungen ergeben sich umgekehrt als Folgerungen, 
wenn wir verlangen, daß die Punkte Y und Y’ der vorigen Nummer 
in bezug auf den Umkreis konjugiert sind. 

Aus Nr. 62 folgt noch: Zwei Zwillingspunkte sind Durchmesser- 
endpunkte einer gleichseitigen Umhyperbel des Grunddreiecks.!) 

6. Der Brocardsche Kreis. — 68. Mit Hilfe der Umkreisinversion 
(Nr. 62) erhalten wir zu den vier Gebilden: Umkreis, Brocardsche 
Ellipse, Punkt und Gerade von Lemoine ein wichtiges fünftes hinzu: 
Brocardscher Kreis heißt der Kreis, der in der Umkreisinversion der 
Lemoineschen Geraden entspricht. Seine Gleichung ist nach Nr. 62: 


Sul = 9) Dom, — P (ee) ZI P,/pıBP: =): 


Sechs ausgezeichnete Punkte der Lemoineschen Geraden sind ihre 
Schnittpunkte mit den Seiten a, und den Mittelsenkrechten des Grund- 
dreiecks. Definiert man deren Spiegelpunkte als die Ecken O, und B, 
des zweiten und ersten Brocardschen Dreiecks, so folgen aus den hier 
gegebenen Definitionen eine Reihe von Sätzen: 

Die Radikalachse des Umkreises und des Brocardschen Kreises 
ist die Lemoinesche Gerade. 

Auf dem Brocardschen Kreise liegen der Umkreismittelpunkt U, der 
Lemoinesche Punkt P und die Ecken B, und C, der beiden Brocard- 
schen Dreiecke. Sein Mittelpunkt liegt auf dem Brocardschen Durch- 
messer UP, der auf der Lemoineschen Geraden senkrecht steht. 


1) Rouch&-Comberousse, Traite II, p. 641, Aufg. 28. 
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Die Punkte B, liegen auf den Mittelsenkrechten. Die Geraden B,P 
sind den Seiten a, parallel. | 

Die Punkte O, liegen auf den Kreisen UA,A,; sie sind die Fuß- 
punkte der vom Umbkreismittelpunkt U auf die „Symmedianen“ A,P ge- 
fällten Lote. 

69. Der Brocardsche Kreis hat noch eine andere Eigenschaft, 
durch die er zu den oben genannten vier Gebilden in naher Be- 
ziehung steht. 

Durch den Umkreis und die Brocardsche Ellipse, die sich doppelt 
berühren (Nr. 8 und 9), ist eine Büschelschar von Kegelschnitten be- 
stimmt. Die Brennpunktskurve dieses Systems zerfällt in die Gerade UP 
und einen Kreis, der durch U und P, auch durch die beiden Grund- 
punkte der Büschelschar geht, d. h.: Die brennpunkte der Kegelschnitte, 
die mit dem Umkreis und der Brocardschen Ellipse einer büschelschar 
angehören, liegen auf dem Brocardschen Durehmesser und dem Brocard- 
schen Kreise. 

70. Nennen!) wir insbesondere die beiden Brennpunkte 2, und &, 
der Brocardschen Ellipse, die nicht auf dem Brocardschen Durch- 
messer liegen, Brocardsche Punkte, ihre Verbindungslinie Brocard- 
sche Gerade, so gelten die Sätze: Die Brocardschen Punkte liegen auf 
dem Brocardschen Kreise. Die brocardsche Gerade und der Brocard- 
sche Durchmesser stehen — als Achsen der Ellipse — aufeinander senk- 
recht. Auf dem Brocardschen Kreise liegen also folgende Punkte: 
U,P,B,DB,, B,, O, 0 0, 2%, 2%. Deswegen heißt er auch der 
Zehnpunktekreis des Grunddreiecks.?) 

‘. Die isogonischen und isodynamischen Punkte. — 71. Die Größen 
y, der 8$ 3—5, die der Bedingung T= Dy,y,+1= 0 genügen, be- 
herrschen, wie sich gezeigt hat, nicht nur die Theorie der Zwillings- 
punkte, sondern auch die der tripolar assoziierten Punkte. Auch wenn 
die obige Bedingung nicht erfüllt war, führten die Größen y, zu ge- 
wissen Punkten, die zum Teil dieselben Eigenschaften wie jene auf- 
wiesen. 

Gemäß $ 2 betrachten wir die Größen y, — mit oder ohne Be- 
dinsung I’'=0 — als die Koordinaten der Punkte Y und Z. Zu jedem 
Wertetripel y, erhalten wir bei Berücksichtigung aller Permutationen 
je sechs Paare von Punkten Y und Z. 


1) Der Kürze halber sind die Koordinaten und Gleichungen der genannten 
Gebilde fortgelassen. Aus ihnen folgt, daß die hier gegebenen Definitionen nicht 
mit anderen (II. Abschnitt, $ 8) in Widerspruch stehen, 

2) A. Emmerich, a. a. 0. 8. 80. 
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12. „Merkwürdige“ Punkte werden wir erhalten, wenn die Größen 7, 
besondere Werte annehmen; diese lassen sich darnach unterscheiden, 
ob sie absolut oder nur relativ!), d. h. durch ihre Beziehungen zum 
Grunddreieck ausgezeichnet sind. 

Es werden sich merkwürdige Punkte z. B. ergeben, wenn die 
Größen y, und also auch die Winkel c, einander gleich sind. Davon soll 
in diesem Paragraphen die Rede sein; im nächsten und letzten wenden 
wir uns relativ ausgezeichneten Werten y, zu. 

73. 3st zunächst I'+0, so liegen alle zu den Werten , =4,=6,=c, 
Yı=Ya = Y; = y gehörigen Punkte Y auf dem Brocardschen Durch- 
messer, die Punkte Z mithin (Nr. 52) auf der Kiepertschen Hyperbel. 


R: x, = p,(- P;+yVp), 2: x,=1/9(- P;+yVp)- 


Aus Nr. 66 folgt: Errichtet man über den Seiten eines Grund- 
dreiecks A als Grundlinien — gleichzeitig nach außen oder innen — 
gleichschenklige ähnliche Dreiecke, so liegt das von deren Spitzen ge- 
bildete Dreieck Z oder Z’ perspektiv zum Grunddreieck. Kollineations- 
zentrum ist em Punkt Z oder Z’ der Kiepertschen Hwyperbel. 

Die Punkte Y, Y’ auf dem Brocardschen Durchmesser bilden 
eine Involution mit den Doppelpunkten U, P. Die ihr isogonale In- 
volution (ZZ’) auf der Kiepertschen Hyperbel hat das Zentrum P. 

74. Tritt nun die Bedingung I'’= O0 hinzu, so erhalten wir zwei 
besondere Zwillingspunkte und zwei besondere tripolar assoziierte Punkte. 
Jene heißen isogonische, diese isodynamische Punkte. 

Aus Iyy=37P?-—1 folgt y- #1, V— 3°) 

Es gelten die Sätze: Die isogonischen Pumkte biegen auf der 
Kiepertschen Hwyperbel, und zwar auf dem Durchmesser (Nr. 67), der 
durch den Lemoineschen Punkt (Nr. 75) geht. 

Man erhält sie, indem man gleichwinklige Dreiecke über den 
Seiten des Grunddreiecks gleichzeitig nach außen oder innen errichtet 
und die freien Ecken derselben mit den Gegenecken des Grunddreiecks 
verbindet. 

Von den isogonischen Punkten aus erscheinen die Seiten des Grund- 
drevecks unter gleichen Winkeln. 

Die isodynamischen Punkte sind diejenigen des Brocardschen Durch- 
messers, die gleichseitig konjugiert in bezug auf den Umkreis und das 
Punktepaar (UP) sind. 


1) J. Schick, a. a. O. Münchener Berichte 30, 1900. 
2) Die Punkte sind reell, wenn y- Yy reell, also p negativ, d. h. das abso- 
lute Punktepaar imaginär ist (Nr. 56). 
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Die Kreise p,, auf denen sie liegen (Nr. 60), sind die Apolloni- 
schen Kreise des Grunddreiecks durch je eine Ecke und die Fußpunkte 
der zugehörigen Winkelhalbierenden. 

Die Fußpunktdreiecke der beiden isodynamischen Punkte sind der 
Definition gemäß gleichseitig. 

8. Die Brocardschen Gebilde im Sinne von Artzt.‘!) — 75. Nun- 
mehr mögen einige Punkte betrachtet werden, bei denen es sich um 
relativ ausgezeichnete Werte y, handelt. Die Größen c, waren ja Winkel; 
es liegt nichts näher, als sie den Winkeln des Grunddreiecks gleich- 


zusetzen (y, = — P,/Yp). Dadurch erhalten wir in der Ebene des 
Grunddreiecks bereits 24 ausgezeichnete Punkte. Neben den Winkeln 
des Grunddreiecks haben dann im Sinne dieser Betrachtungen noch die 
Winkel eine Bedeutung erlangt, die an den Scheitelgeraden des Schwer- 
punktes G@, also auch in dem Fußpunktdreieck des Lemoineschen 
Punktes P auftreten. Diese finden sich noch in einem anderen Drei- 
eck D?), dessen Ecken D, auf dem Umkreise und den Symmedianen 
A,P liegen. Diese Winkel [y,— (— P,+4p,9,)/3 Yy]?) liefern 24 
weitere merkwürdige Punkte. 

76. Es war unger Bestreben, zu betonen, daß die merkwürdigen 
Eigenschaften des Lemoineschen Punktes P aus seinen polaren Be- 
ziehungen zum Umbkreise fließen (Nr. 9). Wie dieser Punkt, so ist auch 
das obige Dreieck D durch —- das Grunddreieck A und — seinen 
Umkreis projektiv zu definieren. Man erkennt leicht, daß die Drei- 
ecke A und D nicht nur den Umkreis, sondern auch Punkt und Ge- 
rade von Lemoine (und folglich auch den Brocardschen Kreis) ge- 
meinsam haben, gewissermaßen also gleichwertig sind. Deswegen auch 
verwenden wir ihre Winkel für den vorliegenden Zweck in gleicher Weise. 

77T. Aus den Koordinaten der 48 Punkte, die man einfach durch 
Einsetzen der obigen Werte y, in die allgemeinen Ausdrücke (Nr. 64) 
erhält, folgt: Unter diesen 48 Punkten befinden sich der Umkreis- 
mittelpunkt U, der Höhenpunkt H, irgend ein Punkt der absoluten 
Geraden, insbesondere also der Richtpunkt der Lemoineschen Geraden, 
die Brocardschen Punkte 2, und Q,, die Ecken des zweiten Brocard- 
schen Dreiecks Ü, der Lemoinesche Punkt P, die Ecken des Grund- 
dreiecks A und andere weniger bekannte Punkte. 


1) A. Artzt, Programm. Recklinghausen 1886. 

2) Rouch&e-Comberousse, Traite I, 463. Der dortige elementare Beweis 
gilt auch hier. 

3) Es hat die Summe »37 für die beiden Dreiecke A und D den BIT 


Wert IP, /y». Gleichbrocardsche Dreiecke. 
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Von den 48 Punkten liegen zwölf auf der Lemoineschen Geraden. 
Ihre Fußpunktdreiecke enthalten die Winkel des Dreiecks A oder D in 
irgend einer Anordnung. Diesen zwölf Punkten sind zwölf Punkte des 
Brocardschen Kreises tripolar assoziiert; wir erhalten sie durch Pro- 
jektion aus dem Umkreismittelpunkte U. Die noch folgenden 24 Punkte 
ergeben sich aus diesen durch die isogonale Verwandtschaft. Zwölf 
davon liegen auf der Steinerschen Umellipse, dem Bild der Lemoine- 
schen Geraden, die letzten zwölf auf der bizirkularen Kurve vierter 
Ordnung, die dem Brocardschen Kreise entspricht. 
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Thesen. 


1. Das Kreispunktepaar läßt sich am besten definieren als die 
Enveloppe der unendlich fernen Geraden der Ebene. 


2. Die fruchtbarste Definition für den Lemoineschen Punkt eines 
Dreiecks ist die, welche seine polaren Beziehungen zum Umkreise des 
Dreiecks ausdrückt. 


3. Es ist zu wünschen, daß kurze Bezeichnungen, wie z. B. Um- 
kreis, Inkreis, Inparabel eines Dreiecks, noch mehr als bisher in Auf- 
ma N 
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